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Ableitungen von Exponentialfunktionen

Info

Die meiste Zeit in der E-Phase haben wir uns mit dem Thema Ableitungen befasst. In der
aktuellen Einheit zum Thema Exponentialfunktionen sind diese noch nicht vorgekommen. Nun
ist es soweit!

Aufgabe 1

Auf der rechten Seite findest du ein Geogebra-Applet, das die Funktion $f(x)=2"x$ zeigt.
AuBerdem wird ein Punkt angezeigt, den du mit dem Schieberegler $n$ verschieben kannst.

a) Verschiebe den Punkt mit dem Schieberegler und tberlege dir, wie grol8 die Steigung der
Funktion $f$ in diesem Punkt ungefahr sein musste. Schreibe deine Vermutung auf und
begrinde sie.

b) Uberpriife deine Vermutung, indem du das Hakchen fir "Steigung" setzt und wieder mit
dem Schieberegler den Punkt verschiebst.

¢) Du hast nun einige Werte fiir die Steigung in verschiedenen Punkte bekommen. Uberlege
dir, wie die Ableitungsfunktion aussehen kdnnte (noch keine Funktionsgleichung, nur deren
Verlauf!). Schreibe deine Vermutung auf und begrinde sie.

d) Uberpriife deine Vermutung, indem du das Hakchen fiir "Spur" setzt und wieder mit dem
Schieberegler den Punkt verschiebst.

e) Nun gilt es nur noch herauszufinden, welche Funktionsgleichung dahinter steckt. Hast du
eine ldee? Schreibe deine Vermutung auf und begrinde sie.

d) Uberpriife deine Vermutung, indem du das Hakchen fiir "Ableitung" setzt.

Geogebra
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. Die Ableitung der Exponentialfunktionen $f(x)=2"x$ ist die Exponentialfunktion selbst mit
einem (noch nicht genau bestimmbaren) Vorfaktor: ‘

$$f(x)=2"x \implies f'(x)=0,69\cdot2~x$$

Beispiel 1: Rechnerische Bestimmung der Ableitung von $\bf f(x)=2"x$

Natdrlich kommen wir nicht ganz drum herum, die Ableitungsfunktion auch rechnerisch
zu bestimmen. Hierzu nehmen wir uns wie schon von den Polynomen bekannt, den
Differentialquotienten zur Hilfe.

Um nun die Ableitung von $f(x)=2"x$ bestimmen zu kénnen, mussen wir zunachst den
Differentialquotienten aufstellen und dann den Grenzwert bestimmen:

Erinnerung: Differentialquotient
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$$f'(x)=\lim_{h\to 0} {\frac{f(x+1)-f(x)}{h}}$$

$$\begin{array}{rclcl} f'(x) &=&\lim_{h\to 0} {\frac{f(x+1)-f(x)}{h}}&|&\text{Einsetzen von
f(x) F\\ &=&\lim_{h\to 0} {\frac{2~ {(x+h)}-2"x}{h}}&|&\text{Potenzgesetz
}a~{(b+c)}=a"b\cdot a”c\\ &=8&\lim_{h\to
0}{\frac{2~x\cdot2~h-2"x} {h} } &|&\text{Ausklammern von }2~x\text{ im Zahler}\\
&=&\lim_{h\to 0} {\frac{\left(2~h-1\right)\cdot2~x}{h} }&|&\text{Bruchgesetz}\\
&=&\lim_{h\to 0} {\left(\frac{2~h-1}{h}\cdot2”x\right) } &|&\text{Grenzwertgesetz}\\
&=&\left(\lim_{h\to 0}{\frac{2~h-1}{h} Hright)\cdot2”x\\ \end{array}$$

An dieser Stelle kommen wir mit algebraischen Berechnungen nicht mehr weiter, der
Grenzwert $\lim_{h\to 0}{\frac{2~h-1}{h}}$ ist fur uns so nicht naher bestimmbar.
Allerdings hatten wir ganz am Anfang von der Grenzwertberechnung noch ein kleines
Hilfsmittel: Grenzwertbestimmung mit Testeinsetzung!

h $0,1$ | $0,01%$ | $0,001% ($0,0001%,... $h\to 0%

$\bf $\lim_{h\to
\frac{2~h-1}{h}$ $0,718%$|$0,696%$($0,6934%$/$0,69325|... 0}{\frac{20 lé—glgz{;}}\approx

Mit diesem Zwischenschritt kdnnen wir die Rechnung von oben fortfihren:

$$\begin{array}{rclcl} f'(x) &=§& S\ &=&\left(\lim_{h\to
0} {\frac{2~h-1}{h} }\right)\cdot2 ~x\\ &\approx&0,6932\cdot 2~ x \end{array}$$

Also ergibt sich fir die Funktion $f(x)=2"x$ die Ableitung $f'(x)=0,693\cdot2”x$ und unsere
Vermutungen von oben sind (zumindest fur $2”°x$) bestatigt.

Aufgabe 2

Auf der rechten Seite findest du wieder ein Geogebra-Applet. Dieses zeigt die Funktion
$f(x)=a”x$ an, den Parameter $a$ kannst du mit einem Schieberegler verandern. AuRerdem
wird die Ableitungsfuntkion $f'(x)$ angezeigt.

a) Verandere den Schieberegler und Uberprufe die Behauptung aus dem Merksatz.

b) Was passiert, wenn du den Schieberegler auf $a=2,7$ einstellst? Schreibe deine
Beobachtungen auf und notiere eine Vermutung, was passiert.

Geogebra
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Beispiel 2 Die naturliche Exponentialfunktion

Aufgabe 2b lasst vermuten, dass es eine Exponentialfunktion gibt, deren Ableitung die gleiche
Exponentialfunktion ist (Die Ursprungsfunktion und die Ableitungsfunktion liegen genau
aufeinander).

Mit der Rechnung aus Beispiel 1 lasst sich folgender Zusammenhang zeigen:

$$\begin{array}{rclcl} (27x)'&=8&\left(\lim_{h \to 0}{\frac{2~h-1}{h}}\right)\cdot
27 x&\approx& 0,693\cdot 27 x\\ (2,77 x)'&=8&\left(\lim_{h \to
0}{\frac{2,7~h-1}{h} Hright)\cdot 2,7~ x&\approx& 0,99\cdot 2,7 x\\ (37 x)'&=&\left(\lim_{h
\to 0} {\frac{3"h-1}{h}}right)\cdot 3~ x&\approx& 1,099\cdot 3”~x\\ \end{array}$$

Die gesuchte Exponentialfunktion $f(x)=e”x$ liegt also mit ihrer Basis $e$ irgendwo zwischen
$2,7$ und $3$%

Es gibt eine Exponentialfunktion $f(x)=e”x$, deren Ableitung $f'(x)=1\cdot e~x=e"x$ ist.
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Diese Exponentialfunktion nennt man naturliche Exponentialfunktion und die Basis $e$
nennt man Eulersche Zahl $\bf e$.

Die Zahl $e$ ist definiert durch $\lim _{h\to 0}{\frac{e”~h-1}{h}=1}$, der Wert der
Eulerschen Zahl betragt ca. $e\approx2,718...$

Den zur eulerschen Zahl zugehdrigen Logarithmus $\log_e(x) = \log_{2,718...}(x)$ nennt
man auch den natirlichen Logarithmus und man bezeichnet ihn mit $In(x)$
(logarithmus naturalis).

Aufgabe 3

a) Gegeben sei die Funktion $f(x)=e”x$. Berechne, fur welches $x$ die Funktion den Wert
$f(x)=2% annimmt.

b) Bearbeite die folgende Anwendungsaufgabe:

.Bemplel wind und Sonne

Fin Bauernhof erzeugl seine Energie mit einem Windrad - F-‘
und einem Solardac h. 2

Im Oktober wird es stiirmischer und zunehmend bedeckt. -

Die Leistung der beiden Anlagen kann in diesem Monat 1 : P

durch die Funktionen w(t) = 24+06-e' unds(t)=15-3t I 2

beschrieben werden (t in \\.mhm w und s in kW). Die 3

Gesamtleistung betriigt daher p(1) = 17+ 0,6 -e' =3t

a) Berechnen Sie die Gesamtleistung Anfang, Mitte und Ende {)Llnhu A
b) Skizzieren Sie die Graphen von w, s und p im gemeinsamen Koordinatensystem (0 €1 < 35).
¢) Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt die Gesamtleistung ihr Minimum erreicht hat.

1)
Quelle: Bigalke Kéhler, Mathematik E, Gymnasiale Oberstufe, EinfUhrungsphase, Cornelsen 2016, S.
223
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