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7 Kurvendiskussion

7.1 Elemente der Kurvendiskussion

L A .
— 2. ¢%, Ableiten (Produktregel) und Ausklammern ergibt f (;r) — +h)- &5
’ tlammern ergibt f”(x) = (¥* +4x+2) - Einge;
0 = die Funktion hat einen Extremwert fiir y=
o0 =2, esist 2> 0= Es handelt sich um gj

a) f(x)
neutes Ableiten (Produktregel) und Aus
zen von x = 0: £(0) = (0*+2- 0)e’ =
Uberpriifenin f”(x) : f"(0) = (02+4-0+2)
Minimum.

by f(x) = 35 +4, Ableiten ergibt f'(x) = 9%, f"(x) = 18x, f"(x) = I8. Einsetzen voq
x=0: f'(0) = 0. AuBerdem hat f’(x) bei x = 0 keinen Vorzeichenwechsel = der Grapp

der Funktion besitzt einen Sattelpunkt in (0 | 4).

¢) lim (xz-e"x+ 1) = limx?-e~*+ lim1.

X—00 X—00 X—00

Esist limx?-e*=0und lim1 = 1.

Ni=200. X—

Damit ist y = 1 die Asymptote der Funktion fiir x — co.

d) Esist f(x) = sx* — +4x -2, f/(x)=F-32+4, f"(x)=3x>—6x, f"(x)=6x-6
Einsetzen vonx=2: f'(2) =0, f"(2) =0, f”(2) =6 # 0. Der Punkt (2 | 2) ist daher ein
Sattelpunkt und kein Tiefpunkt.

e) Esist f/(x) = 2xe " +x%-¢7*. (-1) = (2x—x%) e
Bei Punkten mit waagerechter Tangente ist f'(x) = 0, also (?_r—r’) e X =0=x A0
und x; = 2. Um die y-Werte zu erhalten, setzt man die x-Werte in f (x) ein: y; = 0% =0
und y; =2%"2 =4¢2 = P; (0| 0) und P, (2|4e72). Die Steigung zwischen den zwei
Punkten ist m = 2= = 4e2-0 _ 2. .2 Eingesetzt in die Punkt-Steigungsform
y —);1 _:2m - (x—x) ergibt sich y — 0 = 2¢2. (x—0), also hat die Gerade die Gleichung
y=2e"“-x

f) Esist f'(x) =1e™*+x-e7*- (=1) = (1 —x)e~*
f'x)==le*+(1-x)e™* (-1) = (x=2)e*
FG)= e Ha=2e* (1) = (B n)e®.
Setzt man f”(x) = 0, so erhilt man (x—2)e=* = ( Fiig
Setzt man x = 2 in f"(x) ein, so ergibt sich ")
ein Wendepunkt W (2 | 2¢72).

>

b

=(3-2)e 2 #0, also existiert genau

g) Bsist f'(x) = (x—2)°.
/ i SN 3 . ? i
o (2) =k b ,ISt die notwendige Bedingung fiir einen lokalen Tiefpunkt erfiillt.
Zur Ermittlung des Vorzeichenwechsels betrachtet man x-Werte, die kleiner bzw. griBer als
2 sind: ’ -
{ 5

x <2 = f'(x) <0, da der Term in der Klammer kleiner als Null ist und «hoch 3» das
Vorzeichen beibehiilt.

x>2 = f'(x) >0, da der Term in der Klammer groBer als Null ist und <hoch 3» das
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7. Kurvendiskussion

vorzeichen beibehilt. Somit wechselt f" das Vorzeichen an der Stelle x =2 von — nach
Also hat der Graph von f bei x = 2 einen Tiefpunk. izl

h) Es ist f(x) =2-sin (x— %) . P liegt auf dem Graphen von fyda f(m)=2-sin
2.Sin (%) = 2 ES 1St f’(,X) = 2'COS (x_ T

(x-9)-
) : —) . Die Steigung im Punkt P (7 |2) erhilt man
durch Einsetzen von x = 7 in f'(x) : f'(1) = 2. cos (m—%) =2 cos (&

T) = z

: =0, also liegt
im Punkt P eine waagrechte Tangente vor. ! :

) Esist f(5) = -sin(2e—7),
fllx) = % .Cos(2x—7r)-2=cos(2x—7r),
f”(x) it _sin(zx— 7C)~2 = —2‘Sil’l(2x-—7C),
F"(x) = —2-cos(2x— )2 = —4-cos(2x—m).
Daf"(n)=-2-sin(2x—7) =

=—2-5in(7) =-2-0=0und f"(n) = —4-cos(2m — &) =
—4-cos(m) =4 # 0, hat der Graph von f bei x = 7 einen Wendepunkt.

7.2 Funktionenscharen/ Funktionen mit Parameter

a) I) Es handelt sich bei den Graphen von f; um Parabeln, die symmetrisch zur y-Achse

sind. Je nach Wert von ¢ sind die Parabeln «gestreckt» oder «gestaucht». Fiir positive

Werte von ¢ sind die Parabeln nach oben getffnet, fiir negative Werte sind sie nach
unten gedffnet (siehe Zeichnung).

II) Der Punkt P (2 |2) wird in die Gleichung eingesetzt und liefert 2 = - 22. Umstellen

nach ¢ ergibt # = 5. Die Funktion damit f ! (x) =32,

Der Punkt Py(—1 | —2) wird in die Gleichung eingesetzt und liefert —2 =1- (~1)?
Umstellen nach 7 ergibt t = —2. Die Funktion ist damit f_(x) = =052,

Kurvenschar c)

", b) Die Ableitungen der Funktionen sind:
f)=-24+2= f'(x) = —2x g(x) =t —1=g'(x) =2x
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Damit die Graphen der Funktionen im Schnittpunkt aufeinander senkrecht stehen, Milsgey
amit die

folgende Gleichungen gelten:
I fx) = &)
e sedf (@)oo« = ==
I die Gleichung fiir den Schnittpunkt und Gleichung II die Orthogong.

Dabei ist Gleichung . : s il B
lititsbedingung. Setzt man die Funktionen bzw. die Ableitungen ein, fuhrt dies zu:
2
. o242 = -1 = 3. atl) = x2 = t-l-il
Ma: —=2x-2tx = =1 = —drx~ = . =]
Nun setzt man Gleichung Ia in Gleichung Ila ein: —4¢ - t%l = —1. Auflosen nach ¢ ergjht

1= -11—1 Die beiden Kurven stehen also firt = 11—1 im Schnittpunkt senkrecht aufeinander.

¢) Die Ableitungen sind:
flx) =22 = F'(x) = gi(x)= —txl+4= g'(x) = —2x
Damit die Graphen der Funktionen im Schnittpunkt aufeinander senkrecht stehen, miissen
folgende Gleichungen gelten:

! &) = &)

II e = -1
Dabei ist Gleichung I die Gleichung fiir den Schnittpunkt und Gleichung II die Orthogona-
lititsbedingung. Setzt man die Funktionen bzw. die Ableitungen ein, fiihrt dies zu:

Ia 2tomettd s 20 L = A
IMa 4x-(=2)tx = -1 Bt R
Nun setzt man Gleichung Ia in Gleichung ITa ein: —§; . %7? = —1. Auflésen nach ¢ ergibt

D ey i ;
t = 57. Die beiden Kurven stehen also fiir ; — % 1Im Schnittpunkt senkrecht aufeinander.

d) Esist f;(x) =' (2x T'—.t) e % xeRis>0 Un deni abgebildeten Graphen der Funktionen-
schar f; den jeweiligen Parameter ¢ zuzuordnen, kann man die Nullstellen der Graphen

betrachten'. Die Nullstelle von f; erhilt map rechnerisch, indem man die Funktionsglei-
chung gleich Null setzt:

Ji(x) =0 fihrt zu (2x+1) - e=* = 0 bzw, 41t=0 = y—
Der Graph G hat als einzige Nullstelle x — =2 A
Der Graph G* hat als einzige Nullste]Je X=
Der Graph G** hat als einzige Nullstelle
Damit gehort zu G der Parameter s —
tert =0.

— 5 ist einzige Nullstelle.

; SOmit gilt: ~f=w2 214,

—1, somit gilt: —f=—1=r=2

=0, somit gilt; ~% =0 =r=0.

4, zu G* der Parameter ¢ = 2 und zu G** der Parame-

Alternativ kann man auch den Schnittpunkt mj; der y

sich: f(0) = (2:0+1) e 0=;.] -, (e Achse untersuchen. Fiir x = 0 ergi®
=1, An . .
Losungen wie oben angegeben, and der Graphen komm¢ man zu den gleiche”
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Li)glm:‘

) Man erhilt die Extremstellen von fi(x) = x.¢™; x ¢ IR: £ 0 indem man die 1. Ableitung
e o Jukt- und Kettenregel) gleich Null setzt:

f,’(x) =1 x- el t=(1+tx) = 0fihrt rul 4 tx=0brw x— —
Setzt man X = —1 in die 2. Ableitung ;" (x) = 1. ¢'* 4 (141x)-e*-t = (2
5o erhilt man: : : o)

fr'('%) =2+ (=7)) €U =t el 0 3 x= —1 ist die einzige Extremstelle

yon fi (‘)

Dixr=2 Extremstelle sein soll, muss gelten: 2 = —} =>t=—
Fiir f = —% hat der Graph von f; bei x = 2 eine Extremstelle.

1
!
t+12x) - € ein,

D=

13 Kriimmungsverhalten von Kurven

2) Bs ist f () = %)‘3 — x. Zur Bestimmung des Kriimmungsverhaltens benétigt man die 2.
Ableitung: Es ist f'(x) = x2 —1und £7(x) = 2x.
Der Graph von f ist linksgekriimmt, wenn f(x) > 0 gilt: 2x > 0 = x > 0. Also ist f fiir
¥ > 0 linksgekriimmt.

Der Graph von f ist rechtsgekriimmt, wenn f”(x) < 0 gilt: 2x < 0 = x < 0. Also ist f fiir
x < 0 rechtsgekriimmt.

b) Esist f(x) = (x— 1)°. Zur Bestimmung des Kriimmungsverhaltens ben6tigt man die 2.
Ableitung (Kettenregel): Es ist f/(x) =5+ (x— 1)* und f”(x) = 20- (x— 1)°.
Der Graph von f ist linksgekriimmt, wenn f”(x) > 0 gilt: 20- (x—1)> >0 = x > 1. Also
ist f fiir x > 1 linksgekriimmt.
Der Graph von f ist rechtsgekriimmt, wenn f”(x) < 0 gilt: 20 (x—1)> <0 = x < 1. Also
ist f fiir x < 1 rechtsgekriimmt.

¢) Esist f(x) = (2x — 3) - e™*. Zur Bestimmung des Kriimmungsverhaltens benotigt man die
2. Ableitung (Produkt- und Kettenregel): Es ist f'(x) =2-e ™+ (2x—3)-e™*- (1) =
(=2x+5)-e*und f"(x) = —2-eF+(-2x+5)- e (=1) = (2x—T7)-e7*.
Der Graph von f ist linksgekriimmt, wenn f”(x) > 0 gilt: (2x—7)-¢e™* >0 = x> % Also
ist f fiirx > % linksgekriimmt.
Der Graph von f ist rechtsgekriimmt, wenn f”(x) < 0 gilt: (2x—7)-e ¥ <0 = x < %
Also ist f fiir x < % rechtsgekriimmt.

74 Tangenten und Normalen

2) Aus f(x) =22 —4x+2 folgt f'(x) = 2x — 4. Fiir die Steigung m, der Tangente im Punkt
%o gilt m; = f'(xp). Damit ist die Tangente in P(1|—1): my = f/(1)=2-1-4 = —2.
Setzt man P(1]|—1) und m; = —2 in die Punkt-Steigungsform y — y; = m- (x — x|) einer

Geraden ein, so erhilt man y—(=1) =—2-(x—1) und damit die Tangentengleichung

" y=~2x+1. Fiir die Normalensteigung m, gilt m, = _mL; = —}2 = % Setzt man P

und m, in die Punkt-Steigungsform ein, so erhilt many — (—1) = 1 - (x— 1) und damit die

NOl'malengleichung n:y= %x = %
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7. Kurvendiskussion

bzw. x- (x* —3x+2) = 0 mit den Losungen x; =0, x, = 1 und x5 = 2,
Setzt man x; = 0 in f(x) bzw. g(x) ein, so ergibt sich f(0) =0%+1 = | unq
g(0)=—1-0*+0+ 1 =1, also ist £(0) = g(0), und somit B, (0] 1) ein Befﬁhrpunkt.

Setzt man xy = 1 in f(x) bzw. g(x) ein, so ergibt sich f(1) = 12+ 1 = 2 ung
g)=-1-1*+1341= % also f(1) # g(1) = kein Beriihrpunkt.

Setzt man x3 = 2 in f(x) bzw. g(x) ein, so ergibt sich f(2) =22+1=5 und
g(2)=-1-2442341=5, also st f(2) = g(2), und somit B, (2 | 5) ein Beriithrpunkt,
Ergebnis: By (0 | 1) und B (2 | 5) sind Beriihrpunkte.

7.6 Symmetrie

a) Da die Funktion f mit f(x) = ;15 + 3 nur gerade Exponenten enthilt, erfiillt sie das Kriteri-
um fiir y-Achsensymmetrie:

fl=x) =

1 1
(—x)2 +3:x—2+3:f(x)

b) Da die Funktion f mit f(x) = 3x5 — 7,2x3 + x nur ungerade Exponenten enthiilt, erfiillt sie
das Kriterium fiir Punktsymmetrie zum Ursprung:

Fe =302 -120 0’ £ ()= 35+ T 28 s (3x5 - 7.2¢° +x) =—f(x)

¢) Fiir die Funktion f mit f(x) =4.¢~% gilt:

(=x?

fl=x)=4-e777 =4..°% = f(x).
Somit ist das Kriterium fiir y-Achsensymmetrie erfiill.

d) Fiir die Funktion f mit f (x) = x-In (xz) gilt:

f(=x)=(=x)-In ((“A‘)z) ==%ln (xz) = —f(x).

Somit ist das Kriterium fiir Punktsymmetrie zum Ursprung erfiillt.
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