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Kurvendiskussion

.1Elemente der Kurvendiskussion

a) fx 2..Abeien (Podukregelund Ausklammemergibt=(2E
mennPdnugchudAukanmemeghf1)

envonr=0 10=(0+2.0)=0= die FunktionhatenenExtemwenfrrzt
Ubemrüfeninf"x):S"0) =(0+40+2)=2,esist2>0= Eshandeisichuma
Minimum.

) fx)=3+4, Ableiten ergibtf'(x)=9r, f"(x)=18x, f"(x) =18.Einsetzenw
0: f'(0) =0. Außerdem hat f (x) beix 0 keinen Vorzeichenwechsel => der Grapt

der Funktion besitzt einen Sattelpunkt in (0|4)

) lim (re+1)=limxe*+liml
X-00 T00 T00

Es ist limx.e O und lm 1
X00 X-00

Damit ist y = 1 die Asymptote der Funktion für x —

-+4x-2, '(x)=–3+4,̈ =3xd) Esistf(x OX, f"(x)= x-6

Einsetzen von x=2: f'(2) =0, f"(2) =0, f"(2) =60. Der Punkt (2 2) ist daherein
Sattelpunkt und kein Tiefpunkt.

e) Esistf'(x) =2xe*+x e

Bei Punkten mit waagerechter Tangente ist f'(x) =0, also (21
undx =2. Um die y-Werte zu erhalten, setzt man die x-Werte in f(x) ein: y
und y P(0|0) und P(2|4e-2). Die Steigung zwischen den
Punkten ist m Eingesetzt in die Punkt-Steisunssform

(x– x) ergibt sich y– 0 = 2e x–0), also hat die Gerade die Gleichuns

(-1)= (2x-x)e
0=

V =

Y= 1

y = 2e

f) Esistf'(x) =le*+x e

(x
(-1) =(1-x)e

f"(x)=le*+(x-2)e (–1) = (3-x)e
Setzt man f"(x) =0, so erhält man (x–2)e 0= =
Setzt man x = in/(x) ein soergibtsich f"(2) =(3–2)e
ein Wendepunkt W (2| 2e

g) Esistf(x)= (x–2

Da f2)= (2–2)*=0, ist die notwendige Bedingung füreinen lokalen Tefnunkterfülh
Zur Ermittung des Vorzeichenwechsels betrachtet man x-Wente, die kleinerbzw. größerak
2 sind:

x<2 = f(x) <0, da der Term in der Klammer kleiner als Null ist und «hoch 3» do
Vorzeichen beibehält.

x> 2 = f'(x) >0, da der Term in der Klammer größer als Null ist und «hoch 3» das

1

0, also existiert
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kned . Kurvendiskussion

oneihnbebentSomitwechsehf'das Voreichnan derSeler=2vn=nch
Alsohat der Graphvon fbeix=2einen Tiefounkt

E )=2sn).PlegtafdemGrphnvnfdafz)=2-sin(z
2-Sin Es ist fx)=2.cos(x- ). Die Steigung im PunkP(z|2 erhlt man
durch Einsetzen von x inf(x):f(x)=2.cos(x-
im Punkt P eine waagrechte Tangente vor

cos 0, also liegt

) Esist f(x
f

"X

Sin (2x )

cos(2x– ) 2=cos(2x– )
sin (2x– ).2 2-Sin(2x
2 cos(2x= ).2 4 cos(2x )

Daf"(n 2-Sin(2 2.0=Oundf"(x

4-cos(m) =40, hat der Graph von f bei x= einen Wendepunkt
4 cos(2

2Funktionenscharen/ Funktionen mit Parameter

a)I) Es handelt sich bei den Graphen von f um Parabeln, die symmetrisch zur y-Achse

sind. Je nach Wert von t sind die Parabeln «gestreckt» oder «gestaucht». Für positive

Werte von t sind die Parabeln nach oben geöffnet, für negative Werte sind sie nach

unten geöffnet (siehe Zeichnung)

IM) Der Punkt P,(2| 2) wird in die Gleichungeingesetzt und liefert 2=t-2-. Umstellen

nach t ergibtt Die Funktion damit f1 (x

Der Punkt P,(–1| –2) wird in die Gleichung eingesetzt und liefert –2=t (–1
Umstellen nach t ergibt 1 2. Die Funktion ist damit f-2 x

Kurvenschar e)

b) Die Ableitungen der Funktionen sind

f(x)=- +2= f( x 8(x)= x-1= 8
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. Kurvendiskussion
ösunge

mideGrhdPukin inShipuk uienmdrsnenshn nsg
folgende Gleichungen gelten

fx

( )8(x

3x

Dabeiist GleichungIdie Gleichung für den Schnitpunkt und Gleichung I die Orthogom
tätbedingung Setzt man die Funktionenbzw die Ableitungen ein, führt dies zu

2

2x. 2tx

(1+1) =
t

Ma
Atx

Nun setzt man Gleichung la in Gleichung Ha ein t1 . Auflösen nach t ergib
Die beiden Kurven stehen also für t im Schnittpunkt senkrecht aufeinander

c) Die Ableitungen sind

f(x) =22= f(x) =4x 8(x) =-tx+4= 8 tx

Damit die Graphen der Funktionen im Schnittpunkt aufeinander senkrecht stehen, müssen

folgende Gleichungen gelten

fx

f(x)-8

Dabet ist GleichungI die Gleichungfür den Schnittpunkt und Gleichung II die Orthogona
tätsbedingung. Setzt man die Funktionen bzw. die Ableitungen ein, führt dies zu

Ha4x(–2)tx

tx+4
1+2

Btn

Nun setzt man Gleichung la in Gleichung Ha ein
31 Die beiden Kurven stehen also für

t+2
1. Auflösen nach t ergibt

n im Schnittpunkt senkrecht aufeinander

d) Esistf(x) = (2x+t)e xE R; 1 20, Um den abgebildeten Graphen der Funktionen
cnar f den jeweiligen Parametert zuzuordnen, kann man die Nullstelen der Graphen
etrachien Die Nullstelle von f ehält man rechnerisch indem mon die Funktonseki
chung gleich Null setzt

f(x) =0führtzu (2x+1)-e 0bzw. 2x+t=0 = x–
Der Graph G hat als einzige Nullstelle
Der Graph G* hat als einzige Nullstelle

omit gilt

omit gilt
eOrpmGhataseinzge Nolkeler=0 somne 0=t=

Damutgehon zu GderParmetert=4, zu G'derPuametermmC derParame
ter 1

ist einzige Nullstelle

mntm m adShpuhni de-Ahehmsich: f(0) = (2.0+1) 0 ergibt

Lösungen wie oben angegeben Anhand der Graphen kommt man zu den eleichen



7. Kurvendiskussion

Mnehähde Extemstelen vonf1 e'"; xEIR; t0, indem man die 1. Ableitung

Produkt-und Kettenregen gleich Null setzt
1+tx)e

in die 2. Ableitung f

fX tX

0 führtzu 1+tx = 0 bzw. x =

(X)=1+(1+x) .Setzt man

o erhält man

21+1x) ein

f(- )=(+r
von f(x)

Da.r= 2 Extremstelle sein soll, muss gelten: 2

Fur t hat der Graph von f bei x = 2 eine Extremstelle

0=x= ist die einzige Extremstelle

3 Krümmungsverhalten von Kurven
) Esist f(x Zur Bestimmung des Krümmungsverhaltens benötigt man die 2.
Ableitung: Es ist f (x undf"(x) =2x

Der Graph von f ist linksgekrümmt, wenn f(x) > 0 gilt: 2x> 0 = x> 0. Also ist f für
>0

Der Graph von f ist rechtsgekrümmt, wenn f"(x) <0 gilt: 2x<0 = x0. Also ist f für
<(

) Esist f(x) = (x 1)-. Zur Bestimmung des Krümmungsverhaltens benötigt man die 2

Ableitung (Kettenregel): Es ist f (x) = 5 (x–1 undf"(x) =20.(x–
Der Graph von fist linksgekrümmt, wenn f(x) > 0 gilt: 20 (x– 1) > 0 = x> 1. Also

ist f fürx » 1 linksgekrümmt

DerGraph von f ist rechtsgekrümmt, wenn f(x) 0gilt: 20 (x– 1)ª <0 = x1. Also

ist f für x < 1 rechtsgekrümmt

1

11

) Esistf(x) = (2x–3).e Zur Bestimmung des Krümmungsverhaltens benötigt man die

2. Ableitung (Produkt- und Kettenregel): Es ist f'(x) = 2 e* + (2x –3
–2x+5).e*undf"(x 2ex+(-2x+S).e (-1) = (2x-7)

Der Graph von fist linksgekrümmt, wenn f(x) X> 0 gilt: (2x–7)-e

st f für x » linksgekrümmt

Der Graph von f ist rechtsgekrümmt, wenn f"(x) < 0 gilt: (2x–7)-e
Also ist f für x - rechtsgekrümmt

-1

>0 =x .Also

0=

4 Tangenten und Normalen

a) Aus f(x 4x+2 folgt f'(x) = 2x –4. Für die Steigung m, der Tangente im Punkt
o gultm f'(xo). Damit ist die Tangente in P(1–1): m
etzt man P(1 –1) und m 2 in die Punkt-Steigungsform y – y

Geraden ein, so erhält man y–(–1
(x–x ) einer

x— 1) und damit die Tangentengleichung
x+ 1. Für die Normalensteigung m„ gilt m,

und m„ in die Punkt-Steigungsform ein, so erhält man y– (–1
omalengleichungn:

m
Setzt man P

x– 1) und damit die

14S



7. Kurvendiskussion

ösungen

bzw. x

Setzt man x

3x+2) =0 mit den Lösungen x O, x l undx

0in f(x) bzw. g(x) ein, so ergibtsich f(0) =0- +1 = 1 und

'+0 +1=1,alsoistf0)=g0), undsomitB;(0|1)einBerührounk
Setzt man x in f(x) bzw. g(x) ein, soergibtsich f(1) = 1-+1 = 2und

L1-1 also f(1) g(1)= kein Berührpunkt
2in f(x) bzw. g(x) ein, soergibtsich f(2) = 2-+1 =5und

302 +2 +1=5, also ist f(2) =g(2), und somit B2(2|5) ein Berührpunkt
Ergebnis: B, (0|1) und Bp(2|5) sind Berührpunkte

2(0

8(1

Setzt man x

7.6Symmetrie

) Da die Funktion f mit f(x) = #+3 nur gerade Exponenten enthält, erfüllt sie das Krier
um für y-Achsensymmetrie

f-x
(-x)

+3= +3= x)

D) Da die Funktion f mit f(x) =31–7,2+xnurungerade Exponenten enthält. erfülltsie
das Kriterium für Punktsymmetrie zum Ursprung

3 . 3-7,2+x) =-f(

c) Für die Funktionfmit f(x) =4.e- gilt

(-x

fx).

Somit ist das Kriterium für y-Achsensymmetrie erfüll

d) Für die Funktion f mit f(x x In )g

f(-x)=(-x)-In((–)

lt

In(x fx).

omit ist das Kriterium für Punktsymmetrie zum Ursprung erfüllt
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