7. Kurvendiskussion

7 Kurvendiskussion
Tipps ab Seite 89, Lésungen ab Seite 142

In diesem Kapitel geht es um Aufgaben aus der Kurvendiskussion. Die «klassische» Kurven-
diskussion wird als Ganzes im Abitur meist nicht mehr verlangt, doch die einzelnen Elemente
sind oft Bestandteil anderer Aufgaben. Meist geht es dabei um das Bestimmen von Extrem- und
Wendepunkten, um Symmetrieuntersuchungen, um Definitionsliicken und Polstellen und um das
Verhalten der Funktion, wenn x gegen oo geht (waagerechte/ schiefe Asymptoten).

Elemente der Kurvendiskussion
Die wichtigsten Elemente einer Kurvendiskussion sind:
e Schnittpunkte mit der x-Achse: f (x) =0
e Schnittpunkte mit delj y-Achse: x = 0 in die Funktionsgleichung einsetzen

e (Lokales) Minimum: f'(x) =0 und f”(x) > 0 oder f’(x) = 0 und Vorzeichenwechsel von
f'(x) von — nach +

o (Lokales) Maximum: f'(x) = 0 und f”(x) < 0 oder f’(x) = 0 und Vorzeichenwechsel von
f'(x) von + nach —

e Wendepunkt: f”(x) = 0 und f"(x) # 0 oder f”(x) = 0 und Vorzeichenwechsel von f” (x)

¢ Bei der Untersuchung fiir x — 4o miissen Sie untersuchen, wie sich die Funktionswerte
verhalten, wenn die Werte fiir x gegen o0 oder —eo gehen, bzw. ob Asymptoten existieren.

7.1 Elemente der Kurvendiskussion

a) Zeigen Sie, dass der Graph von f mit f (x) = x?-¢*; x € R bei x = 0 einen Tiefpunkt besitzt.

b) Zeigen Sie, dass der Graph von f (x) = 3x® +4; x € IR an der Stelle x = 0 einen Sattelpunkt
besitzt.

¢) Begriinden Sie, dass der Graph von f (x) = x?¢™*+1;x € IR die Gerade y =1 als Asym-
ptote fiir x — --oo besitzt.

d) Priifen Sie, ob der Graph von f (x) = 3x* —x’ +4x—2; x € IR an der Stelle x = 2 einen
Tiefpunkt hat.

e) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f mit f(x) = x%e~* zwei Punkte mit waagerechter
Tangente hat. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch diese beiden Punkte.

f) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f mit f(x) = x-e™* genau einen Wendepunkt hat.
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g) Gegeben ist eine Funktion f und ihre Ableitung f'(x) = (x 2)”. Priifen Sie, ob der G
von [ einen Tiefpunkt besitzt.

o o gyt
dass der Graph der Funktion f mit f(x)=2-sin (x 7) im Punkt P (r | 2)

h) Zeigen Sie,
waagrechte Tangente hat.
i) Weisen Sie nach, dass der Graph der Funktion f mit f

x = 1 einen Wendepunkt hat.

(x) = 1 -sin(2x— ) an der §

72 Funktionenscharen/ Funktionen mit Parameter

Als Funktionenscharen werden Funktionen bezeichnet, die einen Parameter enthalten. Die dazu

gehorigen Graphen nennt man Kurvenscharen.

a) Gegeben ist die Funktionenschar f; (x) = tx? mit 7 € R

I) Skizzieren Sie die Graphen fiir einige Werte von . Beschreiben Sie die Veridnderun;
der Graphen bei der Variation von 7.

1) Fiir welche Werte des Parameters ¢ geht der Graph von f; durch Py (2 | 2) bzw. durc
Py(—1]-2)?

b) Gegeben sind die Funktionen f(x) = —x? +2 und g (x) = tx*> — 1 mit ¢ € IR. Fiir welchen
Wert von ¢ stehen die Graphen der beiden Funktionen in ihrem Schnittpunkt senkrecht -
aufeinander? 1

c) Gegeben sind die Funktionen f(x) = 2x* und g,(x) = —tx* +4 mit ¢ € IR. Fiir welchen
Wert von ¢ stehen die Graphen der beiden Funktionen in ihrem Schnittpunkt senkrecht "
aufeinander? 1

d) Gegeben ist die Funktionenschar f; mit f; (x) = (2x+¢)-e * mitx € R und ¢ > 0.

Ordnen Sie den abgebildeten Graphen von f; die zugehorigen Parameter ¢ zu.
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e) Bestimmen Sie 7 so, dass der Graph der Funktionenschar f; mit filx)=x-e*;xeR; t<0
an der Stelle x = 2 einen Extrempunkt hat. :
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7.3 Krimmungsverhalten von Kurven

Eine Kurve kann links- oder rechtsgekriimmt sein. Eine Kurve ist linksgekriimmt, wenn die Stei-
gung streng monoton zunchmend ist. Das bedeutet, dass die Ableitung der Steigung positiv sein

muss: (f'(x)) >0 = f"(x)>0. Entsprechend gilt: Eine Kurve ist rechtsgekriimmt, wenn gilt:
f"(x) <0.

Fiir welche Werte von x ist der Graph der Funktion S links- bzw. rechtsgekriimmt?

8) flx) = 3 —x b) £(x) = (x— 1) ¢) f(x) = (2x—=3)-e™
74 Tangenten und Normalen

Um die Gleichung einer Tangente 7 an eine Kurve in einem Punkt
P (x; | f(x1)) zu bestimmen, benutzt man meist die Punkt-
Steigungsform

y=yi=m-(x—x)
Dabei gilt: y; = f (x1) und fiir die Steigung m = f’(x,), d.h. der
Wert der Ableitung an der Stelle x;. Die Normale steht senkrecht
auf der Tangente; fiir die Steigungen gilt 1, - m, = —1 bzw.

My = — ,—,1,7 (negativer Kehrwert).

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente und der Normalen im Punkt (1 | —1) an den
Graphen der Funktion f mit f(x) = x> — 4x+ 2.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente und der Normalen im Wendepunkt an den
Graphen der Funktion f mit f(x) = x> +x+ 1.

¢) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x? + 4x — 3. Gesucht ist:

I) Die Gleichung der Tangente mit Steigung m = —2.

II) Die Gleichung der Tangente, welche orthogonal ist zur Geraden mit der Gleichung
y=- %x +4.

IlI) Die Gleichung der Tangente, welche parallel ist zur Geraden y = 4x — %

7.5 Beriihrpunkte zweier Kurven

Wenn sich zwei Kurven schneiden, dann miissen ihre Funktionswerte im Schnittpunkt gleich sein.
Wenn sie sich beriihren, dann miissen nicht nur die Funktionswerte im Beriihrpunkt gleich sein,
Sondern auch die Steigungen. Fiir einen Berithrpunkt B (xg | yg) muss also gelten:
L. Bist ein gemeinsamer Punkt beider Kurven: f(xg) = g(xg).
2. Im Punkt B haben die Graphen eine gemeinsame Tangente, also die gleiche Tangentenstei-
gung: f'(xp) = g’(xg).
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a) Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktion f mit f(x) = s~ 26 + 55+ 3 ung derfi
Funktion g mit g(x) = —x% 4 5x+ 3 im Punkt B (0 | 3) beriihren. ,z
b) Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktion f mit f(x) = x4 % pac Cer Pt £ mit
8(*) = —4x* + 43 + L im Punkt B (313) beriihren. 2
¢) Berechnen Sie den Beriihrpunkt der Graphen der Funktion f mit
F(x) = 327 222 4 3x 4 4 und der Funktion g mit g(x) = —x* +3x+4. !
d) Berechnen Sie die Beriihrpunkte der Graphen der Funktion f mit f(x) = x% 41 und der
Funktion g mit g(x) = — LAR RN

7.6 Symmetrie

Graphen von Funktionen konnen achsen- oder punktsymmetrisch sein. Handelt es sich bej der
Achse um die y-Achse, so spricht man von y-Achsensymmetrie; handelt es sich beim Punkt, zy
dem die Funktion symmetrisch ist, um den Ursprung, spricht man von Ursprungssymmetrie.

e Fiir y-Achsensymmetrie gilt f(=x) = f(x)
e Fiir Ursprungssymmetrie gilt f(—x) = —f(x).

Sie konnen die Symmetrie zeigen, indem Sie (—x) fiir x einsetzen und dann umformen. Dabei ist
zu beachten, dass gilt: (—x)2 = x2 und (%) = —32,

a) Begriinden Sie, dass der Graph von flx) = xlz +3; x € IR\ {0} achsensymmetrisch zur
y-Achse ist.

b) Begriinden Sie, dass der Graph von f (x) = 3x5 — 7,283 +xxe R punktsymmetrisch zum
Ursprung ist.

- :
¢) Zeigen Sie, dass der Graph von f (x) =4-¢~7;x€ R achsensymmetrisch zyr y-Achse ist.

d) Zeigen Sie, dass der Graph von f(x) =x-In(x*); x € R\ {0} punktsymmetrisch zum
Ursprung ist.




